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چکیده 

ــه  ــورد مطالع ــوب م ــالم و معی ــد س ــات آزاد ورق هدفمن ــخ ارتعاش ــر روي پاس ــد ب ــاده هدفمن ــودن م ــوب ب ــر معی ــش اث ــن پژوه در ای
قــرار مي گیــرد. یــک تابــع تغییــر شــکل برشــي هایپربولیــک جدیــد در ایــن مقالــه ارائــه شــده اســت. تابــع هایپربولیــک جدیــد طــوری 
انتخــاب شــده کــه بــا وجــود دقــت کافــی، درجــه تابــع تــا حدالامــکان کــم شــود تــا ســرعت محاســبات تــا انــدازه زیــادی کاهــش یابــد. 
خــواص مــواد هدفمنــد بــا توزیــع تــوان تابــع تغییــرات خــواص در راســتای ضخامــت تغییــر می کنــد. ســاختار ایــن مــواد در طــی فرآینــد 
ــود. از  ــوب می ش ــد معی ــاده هدفمن ــد م ــه تولی ــر ب ــوع منج ــن موض ــه ای ــد ک ــر باش ــد نظ ــوی م ــا الگ ــق ب ــاً مطاب ــد کام ــد نمی توان تولی
ایــن رو در ایــن پژوهــش، یــک مــدل ســالم و دو نــوع مــدل معیــوب بــرای تابــع تغییــرات خــواص در نظــر گرفتــه شــده اســت. معــادلات 
ــرای  ــر ب ــتفاده از روش ناوی ــا اس ــده ب ــت آم ــادلات به  دس ــت. مع ــده اس ــتخراج ش ــون اس ــل همیلت ــتفاده از اص ــا اس ــم ب ــیل حاک دیفرانس
ــول  ــبت ط ــول، نس ــه ط ــت ب ــبت ضخام ــامل نس ــی ش ــی و مکانیک ــم هندس ــای مه ــرات پارامتره ــد. اث ــل گردی ــاده ح ــرزي س ــرایط م ش
بــه عــرض و تــوان تابــع تغییــرات خــواص بــر روی پاســخ فرکانــس طبیعــي ورق هدفمنــد ســالم و معیــوب بررســي شــده اســت. جهــت 
اعتبارســنجی، نتایــج تحلیلــی به  دســت آمــده در ایــن پژوهــش بــا نتایــج ارائــه شــده در مقــالات مقایســه شــده  اســت و در ایــن مقایســه 

تطابــق خوبــی حاصــل گردیــد کــه نشــان از صحیــح بــودن تئــوری جدیــد، رونــد اســتخراج و حــل معــادلات اســت.
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Abstract

In this study, the effect of material imperfection on the free vibration response of perfect and imperfect FG plate is studied. 
A new hyperbolic shear deformation function is presented in this paper. The new hyperbolic function is chosen in such a way 
that the degree of the function is reduced as much as possible, despite the sufficient accuracy, so that the calculation speed is 
greatly reduced. The properties of the FG plate varied along the thickness according to power law. The material composition in 
production process cannot be completely in accordance with the expected pattern, which leads to the production of imperfect 
FG material. The governing differential equations are derived using the Hamilton’s principle. The obtained equations were 
solved using the Navier method with simple boundary conditions. The effects of important geometric and mechanical parame-
ters of perfect model and two types of imperfect model, including length to thickness ratio, length to width ratio, wave number 
and power-law exponent on natural frequency response of imperfect FG plate are investigated. To verification, the analytical 
results obtained in this study are compared with the results presented in the literature, and in this comparison, a good agree-
ment was obtained, which shows the correctness theory, deriving and solving equations.
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مقدمه- 1

امــروزه اســتفاده از مــواد هدفمنــد بــه علــت تغییــر تدریجــی 

ــاز  ــدازه ف ــا ان ــری و ی ــع و جهت گی ــی، توزی ــات شیمیای ترکیب

ــی را در  ــواص متفاوت ــد خ ــد بع ــا چن ــک ی ــده در ی تقویت کنن

ــارف  ــواع مص ــد. در ان ــروز می دهن ــود ب ــف از خ ــق مختل مناط

مهندســي بخصــوص در مــواردی کــه نیــاز بــه خــواص متفــاوت در 

مناطــق مختلــف باشــد، از جملــه صنعــت هوافضــا، خودروســازي 

ــند.  ــی می باش ــرورت بالای ــت و ض ــواد دارای اهمی ــن م و... ای

مــاده هدفمنــد)FGM( مــاده اي اســت ناهمگــن، بــا گرادیان 

ــي آن  ــواص مهندس ــاختار و خ ــات، س ــه ترکیب ــده ک ــاب ش حس

ــا  ــاده ب ــد شــده و در آن خــواص م ــک راســتاي معیــن تولی در ی

مــکان تغییــر مي کنــد. همیــن گرادیــان ســبب مي شــود تــا ایــن 

ــه مــاده  مــواد هدفمنــد ویژگي هــاي مهندســي بهتــري نســبت ب

همگــن ســاخته شــده بــا همــان ترکیبــات ارائــه دهــد کــه خواص 

ــا  ــته ی ــور پیوس ــتا به  ط ــد راس ــا چن ــک ی ــرد آن در ی ــا عملک و ی

ــد  ــواد در طــی فرآین ــن م ــد. ســاختار ای ــر مي کن تدریجــي  تغیی

ــه  ــد ک ــر باش ــوی مدنظ ــا الگ ــق ب ــلًا مطاب ــد کام ــد نمی توان تولی

ایــن موضــوع منجــر بــه تولیــد مــاده هدفمنــد معیــوب می شــود. 

بــا توجــه بــه ایــن موضــوع کــه در ایــن پژوهــش هــدف ایــن 

ــف در آن در  ــب مختل ــده جوان ــج به  دســت آم ــه در نتای اســت ک

ــده  ــام ش ــای انج ــدا پژوهش ه ــد، در ابت ــده باش ــه ش ــر گرفت نظ

روی ورق هــای هدفمنــد و پدیــده ارتعاشــات مــورد بررســي قــرار 

مي گیــرد.

مســکیني و عارفــي ]1[ ارتعاشــات آزاد ورق ســاندویچي 

ــا  ــک را ب ــاي پیزوالکتری ــل و رویه ه ــد متخلخ ــته هدفمن ــا هس ب

ــه و  ــک تجزی ــر شــکل برشــي هایپربولی ــوري تغیی اســتفاده از تئ

ــا اســتفاده از اصــل  ــم را ب ــادلات حاک ــا مع ــد. آن ه ــل کردن تحلی

ــده  ــادلات به  دســت آم ــد و ســپس مع ــون اســتخراج کردن همیلت

را بــا اســتفاده از روش ناویــر حــل کردنــد. ســتوده و شــجاعی ]2[ 

ــل ارتعاشــات آزاد  ــع دیفرانســیلی، تحلی ــا اســتفاده از روش مرب ب

غیرخطــی ورق هــای چهــار وجهــی تقویــت شــده بــا نانولوله هــای 

کربنــی را انجــام دادنــد. لیوانــی و ملــک زاده فــرد ]3[ ارتعاشــات 

ــا  ــر را ب ــت متغی ــا ضخام ــا ب ــاندویچی دو انحن ــای س آزاد ورق ه

اســتفاده از تئــوری مرتبــه بــالا مطالعــه کردنــد. آن هــا معــادلات 

ــالای ورق  ــه ب ــوری مرتب ــای تئ ــر مبن ــم را ب ــیل حاک دیفرانس

ــد.  ــتخراج کردن ــون اس ــل همیلت ــه و اص ــا یافت ــاندویچی ارتق س

ــه  ــول ب ــبت ط ــف، نس ــای مختل ــرات لایه چینی ه ــت اث در نهای

عــرض ورق، تغییــر خــواص مــواد رویه هــا، نســبت ضخامت هــای 

رویه هــا و جنس هــای مختلــف مــواد رویه هــا روی ارتعاشــات 

آزاد ورق ســاندویچی دو انحنــا بــا ضخامــت متغیــر بررســی 

ــد. رضایــی و شــاطریان القلندیــس ]4[ ارتعاشــات آزاد تیــر  کردن

ــی  ــل را بررس ــودی کوپ ــد م ــت چن ــادلات حرک ــا مع ــرک دار ب ت

ــا تحریــک صرفــاً در مــود  ــد. نتایــج آن  هــا نشــان داد کــه ب کردن

اول، مولفــه هارمونیــک پاســخ ارتعاشــی اطلاعــات محــدودی در 

مــورد تــرک ارائــه می دهــد، در حالــی کــه بــا تحریــک همزمــان 

ــت  ــه عل ــددی ب ــک متع ــای هارمونی ــر، مولفه ه ــای بالات موده

وجــود تــرک در پاســخ ارتعاشــی ایجــاد می شــوند کــه حساســیت 

ــی  ــات دقیق ــا اطلاع ــل آنه ــد و از تحلی ــرک دارن ــه ت ــادی ب زی

ــحی و  ــود. صب ــل می ش ــرک حاص ــق ت ــت و عم ــورد موقعی در م

ــش  ــز ارتعاشــات آزاد و کمان ــرای آنالی ــوری ب ــک تئ رادوان ]5[ ی

یــک صفحــه هدفمنــد ارائــه کردنــد. آن هــا بــا اســتفاده از اصــل 

ــا اســتفاده از  همیلتــون معــادلات حاکــم را اســتخراج کردنــد و ب

ــی  ــد. ممقان ــل کردن ــده را ح ــت آم ــادلات به  دس ــر مع روش ناوی

و همــکاران ]6[ ارتعاشــات ترمومکانیکــی لوله هــای هدفمنــد 

ــورد بررســی و  ــداری م ــش پای ــدف افزای ــا ه ــال را ب ــاوی سی ح

مطالعــه قــرار دادنــد. کیــم و همــکاران ]7[ بــه بررســی ارتعاشــات 

آزاد و کمانــش دینامیکــی صفحــات هدفمنــد بــا اســتفاده از 

ــش  ــا در پژوه ــد. آن ه ــن پرداختن ــی گالرکی ــه تحلیل روش نیم

ــرار  خــود تأثیــر پارامترهــای هندســی و دمــا را مــورد بررســی ق

ــات  ــی ارتعاش ــل و بررس ــه تحلی ــکاران ]8[ ب ــو و هم ــد. زه دادن

ــات را  ــده مایع ــد چرخشــی منتقــل کنن آزاد نانولوله هــای هدفمن

تحــت بارهــای محــوری براســاس تئــوری گرادیــان کرنــش غیــر 
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ــای  ــرات پدیده ه ــکاران ]9[ اث ــاری و هم ــد. انص ــی پرداختن محل

ــذاری  ــا بارگ ــد ب ــب هدفمن ــات آزاد ورق مرک ــش و ارتعاش کمان

ــام و  ــد. ت ــددی را بررســی کردن ــا اســتفاده از روش ع ــی ب حرارت

کیــن ]10[ ارتعاشــات آزاد تیرهــای تابعــی مــدرج دو جهتــی را 

در یــک محیــط حرارتــی تحلیــل کردنــد. در نتایــج آنهــا بــا توجــه 

ــر دو  ــوده، در ه ــا وابســته ب ــه دم ــواد ب ــواص م ــه خ ــن ک ــه ای ب

راســتا بــا توزیــع توانــی تغییــر کــرده اســت. ســتوده و شــفیعی 

]11[ رفتــار کمانــش و ارتعاشــات آزاد غیرخطــی تیرهــای 

ــا نانولوله هــای کربنــی هدفمنــد واقــع بــر بســتر  تقویــت شــده ب

الاســتیک غیرخطــی را تحلیــل کردنــد. لیوانــی و همــکاران ]12[ 

ارتعاشــات آزاد تیــر مــدرج تابعــی دارای تــرک عرضــی بــر اســاس 

ــرگیردار  ــرزی دو س ــرایط م ــا ش ــالای ردی ب ــه ب ــه مرتب نظری

ــرم  ــرای اســتخراج پاســخ ف ــد. آن هــا ب ــرار دادن مــورد مطالعــه ق

بســته بــرای فرکانــس طبیعــی تیــر مــدرج تابعــی دارای تــرک 

عرضــی از روش ریتــز اســتفاده کردنــد. وانــگ و همــکاران ]13[ 

بــا اســتفاده از یــک تئــوری واحــد اثــر همزمــان ابعــاد کوچــک و 

ــز پوســته های  ــر ارتعاشــات آزاد ری ــر شــکل های برشــی را ب تغیی

ضخیــم اســتوانه ای ســاخته شــده از مــواد مــدرج تابعــی را 

ــر  ــوری تغیی ــک تئ ــد. مکســی و همــکاران ]14[ ی بررســی کردن

ــرای پاســخ های خمشــی، کمانشــی و ارتعاشــات  شــکل برشــی ب

ــون و روش  ــل همیلت ــتفاده از اص ــا اس ــد ب ــات هدفمن آزاد صفح

ــش ]15[ ارتعاشــات آزاد  ــی و همکاران ــد احیای ــه کردن ــر ارائ ناوی

ــم  ــه ضخی ــتوانه ای دولای ــته های اس ــز پوس ــد ری ــه بع ــته ب وابس

ــتفاده از روش  ــا اس ــی را ب ــدرج تابع ــواد م ــده از م ــاخته ش س

ــرای شــرایط مــرزی مختلــف  تربیعــات تفاضلــی تعمیــم یافتــه ب

مــورد بررســی و مطالعــه قــرار دادنــد. صفرپــور و همــکاران ]16[ 

ــش  ــای کمان ــرات پدیده ه ــتگی اث ــی وابس ــه و بررس ــه مطالع ب

ــه دارای  ــب چندلای ــتوانه مرک ــت اس ــه ضخام ــات آزاد ب و ارتعاش

لایــه هدفمنــد بــا اســتفاده از روش تحلیلــی پرداختنــد. چیکــر و 

همــکاران ]17[ یــک نظریــه جدیــد از تغییــر شــکل برشــی بــرای 

ــن  ــد. ای ــه دادن ــواد ارائ ــش صفحــات ســاندویچی م ــل کمان تحلی

ــح  ــب تصحی ــه ضری ــاز ب ــول دارد و نی ــار مجه ــط چه ــه فق نظری

ــدارد. مشــات و همــکاران ]18[ چگونگــی تأثیــر دمــا و  برشــی ن

رطوبــت بــر خمــش صفحــات متخلخــل را مطالعــه کردنــد. تغییــر 

شــکل برشــی عرضــی و کرنــش نرمــال عرضــی را مــورد مطالعــه 

ــات  ــاش آزاد صفح ــکاران ]19[ ارتع ــی و هم ــد. حاج ــرار دادن ق

ــل  ــات متخلخ ــده از صفح ــاخته ش ــص س ــاندویچی FG ناق س

کــه بــر روی فونداســیون وینکلر-پاســترناک قــرار دارنــد را مــورد 

مطالعــه قــرار دادنــد. آنهــا از تغییــر شــکل برشــی مرتبــه ســوم 

ــد و معــادلات حرکــت  ــی اســتفاده کردن ــرای جابجای )TSDT( ب

ــینگ و  ــد. س ــت آوردن ــون به  دس ــل همیلت ــتفاده از اص ــا اس را ب

ــی آزاد  ــخ ارتعاش ــر پاس ــی ب ــوب هندس ــر عی ــا ]20[ تأثی گوپت

صفحــات ســاندویچی هدفمنــد دارای گشــودگی دایــروی را مــورد 

بررســی قــرار دادنــد. آن  هــا تأثیرعیــوب هندســی هم چــون عیــوب 

نــوع سینوســی و نــوع کلــی روی رفتــار ارتعــاش صفحــه را مــورد 

مطالعــه قــرار دادنــد و معــادلات حاکــم بــر اســاس اصــل لاگرانژی 

ــد. چــن و  ــره اســتخراج کردن ــاده و گی ــرزی س ــرای شــرایط م ب

ــاش آزاد صفحــه مســتطیلی ســاخته شــده  همــکاران ]21[ ارتع

ــرزی  ــرایط م ــا ش ــه )BDFGMs( ب ــد دو جهت ــواد هدفمن از م

ــا  ــد. آنه ــرار دادن ــورد مطالعــه ق ــوب هندســی را م عمومــی و عی

فــرض کردنــد مــواد هدفمنــد بــر طبــق قاعــده توانــی در امتــداد 

دو جهــت درون صفحــه ای بــا دو توزیــع متقــارن و نامتقــارن تغییر 

ــوع نقــص هندســی را در نظــر گرفتنــد شــامل  کننــد. آنهــا دو ن

ــدل  ــی م ــی و نمای ــع سینوس ــا تواب ــه ب ــی ک ــارن کل ــص متق نق

ــی و کسینوســی  ــع هذلول ــا تواب ــه ب ــی ک ــد، و نقــض محل کردن

ــرژی  ــع ان ــادلات از تاب ــتخراج مع ــرای اس ــد. ب ــازی کردن شبیه س

لاگرانــژی اســتفاده می شــود و بــرای حــل معــادلات از روش ریتــز 

ــد. چابانــی و همــکاران ]22[  بــه  و ســری فوریــه اســتفاده کردن

تحلیــل رفتارهــای غیرخطــی پنــل هدفمنــد متخلخــل بــا توزیــع 

ــا  ــواع مختلــف بارهــای عرضــی ب تخلخل هــای مختلــف تحــت ان

ــد. ــالا پرداختن ــه ب اســتفاده از روش المــان محــدود مرتب

ــا بررســی پژوهش هــای یــاد شــده در خصــوص روش هــای  ب

تحلیلــی رفتــار ارتعاشــی مــواد هدفمنــد مشــاهده شــد کــه نیــاز 

بــه بســط یــک تئــوری جدیــد کــه در عیــن ســاده بــودن، بتوانــد 
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رفتــار ارتعاشــات آزاد مــواد هدفمنــد معیــوب را بخوبــی ارزیابــی 

ــن  ــتا در ای ــن راس ــد. در ای ــاس ش ــش احس ــش از پی ــد، بی کن

مقالــه، تابــع جدیــدی ارائــه خواهــد شــد کــه بــا اســتفاده از آن 

بتــوان رفتــار ارتعاشــی ورق هــای ســاندویچی بــا هســته هدفمنــد 

ــد.  ــی کن ــی ارزیاب ــک را بخوب ــای پیزوالکتری ــوب و رویه ه معی

ــوب  ــالم و معی ــد س ــات آزاد ورق هدفمن ــل ارتعاش ــپس تحلی س

ــام  ــک انج ــی هایپربولی ــکل برش ــوری تغییرش ــتفاده از تئ ــا اس ب

می شــود. معــادلات حاکــم بــر مبنــای اصــل همیلتــون اســتخراج 

می گردنــد.

به  دست آوردن معادلات حاکم- 2

در ایــن بخــش در ابتــدا مــدل هندســی مــورد مطالعــه ارائــه 

ــد  ــود. بع ــه می ش ــتفاده ارائ ــورد اس ــوری م ــردد، ســپس تئ می گ

ــود و در انتهــای ایــن  ــش بیــان می ش ــط تنش-کرن از آن رواب

بخــش، معــادلات حاکــم بــر ارتعاشــات آزاد ورق هدفمنــد ســالم و 

معیــوب بــر مبنــای تئــوری مرتبــه بــالای هایپربولیــک اســتخراج 

خواهــد شــد.

شکل 1: هندسه ورق هدفمند مورد مطالعه

هندســه مــدل مــورد مطالعــه در ایــن مقالــه از ورق هدفمنــد 

معیــوب تشــکیل شــده اســت. همانطــور کــه در شــکل 1 نشــان 

داده شــده اســت ضخامــت h، ضخامــت ورق هدفمنــد می باشــد. 

همچنیــن ورق دارای طــول a و عــرض b می باشــد.

ــک  ــی هایپربولی ــکل برش ــر ش ــوری تغیی ــه تئ ــن مقال در ای

ارائــه شــده بــرای مدلســازی میــدان جابجایــی بــه صــورت زیــر 

می باشــد]1[:

( ) ( ) ( )b s
0

w wu x, y, t u x, y, t z f z
x x

∂ ∂
= − −

∂ ∂

( ) ( ) ( )b s
0

w wv x, y, t v x, y, t z f z
y y

∂ ∂
= − −

∂ ∂

( ) ( ) ( )b sw x, y, t w x, y, t w x, y, t= +

)1(

بــرای  مجهــول  توابــع   v(x,y,t) و   u(x,y,t) آن  در  کــه 

ــرای  ــول ب ــع مجه ــه و w(x,y,t) تاب ــای درون صفح جابجایی ه

می باشــند. عرضــی صفحــه  جابجایــی 

ــف و  ــای مختل ــده در پژوهش ه ــه ش ــع ارائ ــی تواب ــا بررس ب

مقایســه نتایــج حاصــل از آن هــا، در ایــن مقالــه بــرای اولیــن بــار 

بــرای توابــع f(z) و g(z) روابطــی بــه صــورت زیــر ارائــه شــده 

اســت:

( )
3z zf z tanh 2

h h
    = − ×         

( ) ( )g z 1 f z= − ′

)2(

ــان  ــر بی ــورت زی ــه ص ــوان ب ــی را می ت ــش- جابجای ــط کرن رواب

ــرد]1[: ک

( )
2 2

0 b s
x 2 2

u w wu z f z
x x x x

ε ∂ ∂ ∂∂
= = − −
∂ ∂ ∂ ∂

( )
2 2

0 b s
y 2 2

v w wv z f z
y y y y

ε ∂ ∂ ∂∂
= = − −
∂ ∂ ∂ ∂

( )
2 2

0 0 b s
xy

u v w wu v 2z 2f z
y x y x x y x y

γ ∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂
= + = + − −
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

( ) s
xz

wu w g z
z x x

γ ∂∂ ∂
= + =
∂ ∂ ∂

( ) s
yz

wv w g z
z x y

γ ∂∂ ∂
= + =
∂ ∂ ∂

)3(

ــورد  ــوب م ــن بخــش الگوهــای صفحــات FG  کامــل و معی در ای

اســتفاده در ایــن مقالــه ارائــه می شــود. بــرای ایــن منظــور بــرای 

صفحــه FG کامــل، تغییــرات خــواص مکانیکــی از جملــه مــدول 

الاســتیک در راســتای ضخامــت فــرض می شــود بــه صــورت زیــر 

ــد]12[: ــر می کن تغیی
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( ) ( )
k

2 1 2
1 zE z E E E ; 0.5h z 0.5h
2 h

 = + − + − ≤ ≤ 
 

)4(

ــتفاده  ــدل اس ــوب از دو م ــه FG معی ــازی صفح ــرای مدل  س ب

مــدول  تغییــرات  می شــود  فــرض  اول  مــدل  در  می شــود، 

ــد]12[: ــر تغییر کن ــت بصــورت زی ــتای ضخام ــتیک در راس الاس

( ) ( )
k

1 2 1 2
1 zE z E E E ; 0.5h z 0
2 h

 = + − + − ≤ ≤ 
 

( ) ( )
k

2 2 1 2
1 zE z E E E ;0 z a
2 h

 = + − + ≤ ≤ 
 

( )3 1E z E ;a z 0.5h= ≤ ≤

)5(

ــتیک در  ــدول الاس ــرات م ــود تغیی ــرض می ش ــدل دوم ف در م

ــد]12[: ــر تغییر کن ــورت زی ــت بص راســتای ضخام

( ) ( )
k

1 2 1 2
1 zE z E E E ;
2 h

 = + − + 
 

0 z 0.5h≤ ≤

( ) ( )
k

2 2 1 2
1 zE z E E E ;
2 h

 = + − + 
 

b z 0− ≤ ≤

( )3 2
bE z E ; 0.5 z b;  0.5 0
h

= − ≤ ≤ − − ≤ ≤

)6(

ــر  ــورت زی ــه ص ــد ب ــرای ورق هدفمن ــش ب ــای تن منتجه ه

می شــوند]1[: تعریــف 

( )
( )

( ) ( )
( ) ( )

( )

i i

b
i i

s
i i

ij ij

i i

dz N ; i x, y, xy

zdz M ; i x, y, xy

f z dz M ; i x, y, xy

g z dz S ; i, j xz, yz
zD cos( )dz P ; i x, y

h

σ

σ

σ

τ

π

∫ = =

∫ = =

∫ = =

∫ = =

∫ = =

)7(

ــف  ــر تعری ــه صــورت زی ــه ب ــن مقال ــورد اســتفاده در ای ــت م ثواب

می شــود]1[:

{ }
( ) ( )( )

{ }
( ) ( ) ( )( ) ( )

i i i i i i i

2 2 2
i

1 2 3 4 5 6 7 8

2 2 2

A ,B ,D ,E ,F ,G ,H

1,z, z , f z , zf z , f (z) ,g(z) c dz

I , I , I , I , I , I , I , I

1, z, z , f z , zf z , f (z) ,g z ,g(z) z dzρ

=

∫

=

∫

)8(

چــون شــرایط حاکــم بــر صفحــه یــک شــرایط اســتاتیکی اســت، 

ــر  ــم ب ــادلات حاک ــبه مع ــور محاس ــه منظ ــون ب ــل همیلت از اص

ــم]1[: ــن اصــل داری مســاله اســتفاده می شــود. بــر اســاس ای

( )2

1

t

t
- 0U T dtδ δ =∫ )9(

ــای  W کار نیروه ــی و  ــرژی کرنش ــرات ان تغیی Uδ ــه در آن  ک

خارجــی می باشــد. 

ــا  ــه تنش ه ــر حســب کلی ــوان ب ــرژی کرنشــی ورق را می ت ان

و کرنش هــای وارد بــر ورق بــه صــورت زیــر محاســبه نمــود]1[:

(
)

xyv
U x x y y xy

xz xz yz yz dV

δ σ δε σ δε τ δγ

τ δγ τ δγ

= + + +

+

∫ )10(

کار نیروهای خارجی ورق بصورت زیر تعریف می شود]1[:

v
T .v vdVδ ρ δ= ⇒∫

 

u u v v w wT dV
t t t t t t

δ δ δδ ρ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ = ∫ + + ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 

)11(

ــا  ــت ت ــاله لازم اس ــر مس ــم ب ــادلات حاک ــتخراج مع ــت اس جه

کلیــه کرنش هــا و جابجایی هــای موجــود در رابطــه ی )11( 

ــط )3(  ــی رواب ــروض در میدان هــای جابجای ــولات مف ــا مجه ب

ــود]1[: ــذاری ش جایگ
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δ δ δδ σ

δ δ δσ

δ δ δ δτ

δ δϕτ

δ δϕτ

  ∂ ∂
= − −  ∂ ∂ ∂ 
 ∂ ∂ ∂

+ − − ∂ ∂ ∂ 
 ∂ ∂ ∂ ∂

+ + − − ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 
∂ ∂ + + ∂ ∂ 

 ∂ ∂
+ +  ∂ ∂ 

∬

)12(

با جایگذاری رابطه )7( در رابطه )12( داریم:
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+ + − ∂ ∂ ∂ ∂
∂

− ∂ ∂ 

∫

)13(

با گسترش رابطه )13( داریم:

2 2
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M
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x y

δ δ δ δ
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 ∂ ∂ ∂
= − − − ∂ ∂ ∂ 

 ∂ ∂ ∂
+ − − − +  ∂ ∂ ∂ 
 ∂ ∂ ∂
− − − ∂ ∂ ∂ ∂

∂
− ∂ ∂ 

∫

)14(

با جایگذاری رابطه )3( در رابطه )11( داریم:
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v w wz f z
t y t y t

v w wz f z
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w w w wg z g z d
t t t t t t

δ ρ

δ δ δ

δ δ δ

δ δϕ δϕ

 ∂ ∂ ∂
= − − ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 

 ∂ ∂ ∂
− − + ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 

 ∂ ∂ ∂
− − ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 

 ∂ ∂ ∂
− − + ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 

∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂  + + + +  ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂  

∫

V

)15(

با گسترش رابطه )15( داریم:
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∬
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w w ww g z w
t t t

w ww g z g z w
t t t

g z w g z dzdA
t t

δ δ δ

δ δ δ

δ δϕ δ

ϕδ δϕ δ

ϕ ϕδ δϕ

+

∂ ∂ ∂
+ +

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

∂ ∂ ∂
+ + −

∂ ∂ ∂ ∂ ∂

∂ ∂ ∂
− − − −
∂ ∂ ∂
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− −
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)16(

با جایگذاری رابطه )8( در رابطه )16( داریم:
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ــی و کار نیروهــای خارجــی  بــا جایگــذاری انــرژی کرنش

ــم: ــون داری ــل همیلت ــه اص ــت ب ــادلات حرک مع
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در نهایــت معــادلات حاکــم بــه صــورت روابــط زیــر به  دســت 

ــد: می آین
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3- حل معادلات حاکم

ــم  ــیل حاک ــادلات دیفرانس ــر، مع ــتفاده از روش ناوی ــا اس ب

بــر مســئله بــرای شــرایط مــرزي ســاده بــه صــورت زیــر تعریــف 

می شــوند]1[:

0
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cos sin
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sin sin
sin sin

,

iwt

iwt

iwt
b b

iwt
s s

u Ue x y
v Ve x y
w W e x y
w W e x y

n m
a b

λ µ
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λ µ
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π πλ µ

  
  

   =   
   
      

= =

)23(

مجهولات معادلات می باشند.  sW  ، bW  ،V ،Uکه در آن

ــر  ــورت زی ــه ص ــوان ب ــی را می ت ــب جابه جای ــس ضرای ماتری

بیــان کــرد:

[ [4 4 4 4[ [ 0K Nω× ×− = )24(

4-نتایج و بحث

در ایــن بخــش نتایــج حاصــل از تحلیــل ارتعاشــات آزاد ورق 

ــده از  ــج به  دســت آم ــدا نتای ــد شــد. در ابت ــه خواه ــد ارائ هدفمن

تحلیــل حاضــر بــا نتایــج دیگــر مراجــع اعتبارســنجی می شــود و 

ســپس نتایــج به  دســت آمــده از ارتعاشــات ورق هدفمنــد معیــوب 

مــورد مطالعــه و بررســی قــرار خواهنــد گرفــت.

4-1- اعتبارسنجی تئوری حاضر

در ایــن بخــش نتایــج حاصــل از تحلیــل ارتعاشــات آزاد ورق 

هدفمنــد بــا نتایــج دیگــر پژوهش هــا مقایســه خواهــد شــد.

در جــدول 1 مشــخصات هندســی و مکانیکــی ورق هدفمنــد 

ــود. ــه می ش ارائ

جدول 1: مشخصات هندسی و مکانیکی ورق هدفمند

a/bمدول الاستیستهضریب پواسون

0/50/3
9200 10×

970 10×

ــد  ــج بی  بع ــه شــده، نتای ــه منظــور اعتبارســنجی روش ارائ ب

شــده حاصــل از تحلیــل ارتعاشــات آزاد ورق هدفمنــد بــا اســتفاده 

ــه شــده مراجــع ]23[،  ــی ارائ ــج تحلیل ــا نتای از تئــوری حاضــر ب

ــوند. ــه می ش ]24[ و ]25[ مقایس

ــوم ورق  ــی اول، دوم و س ــای طبیع ــدول 2 فرکانس ه در ج

هدفمنــد بــا اســتفاده از تئــوری جدیــد بــا نتایــج به  دســت آمــده 

ــت.  ــده  اس ــه گردی ــع ]23[، ]24[ و ]25[ مقایس ــط مراج توس

ــت  ــج به  دس ــود نتای ــاهده می ش ــدول مش ــه در ج ــور ک همان  ط

ــج حاصــل مراجــع ]23[، ]24[  ــا نتای ــوری حاضــر ب ــده از تئ آم

ــد  ــز می توان ــق نی ــن تطاب ــه ای ــی دارد ک ــق خوب و ]25[ تطاب

ــن پژوهــش  نشــان دهنده ی صحــت تئــوری مــورد مطالعــه در ای

 باشــد.
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جدول 2: مقایسه نتایج حاصل از ارتعاشات آزاد ورق هدفمند تئوری 

حاضر با نتایج مراجع ]23[، ]24[ و ]25[

Ka/hمرجع حاضر
]23[

مرجع 
]24[

مرجع 
]25[

1

200/01510/01530/01530/0153

100/05960/05980/05970/0596

50/01510/21970/21920/2193

4-2- بررســی اثــر تابــع تغییــرات خــواص مــواد بــر روی فرکانــس 

طبیعــی ورق هدفمنــد

ــواص در ورق  ــرات خ ــع تغیی ــوان تاب ــر ت ــش اث ــن بخ در ای

هدفمنــد )K( بــر روی پاســخ ارتعاشــات آزاد ورق هدفمنــد کامــل 

ــرات  ــرد. در شــکل 2 تغیی ــرار می گی ــه ق ــورد مطالع ــوب م و معی

ــدل اول  ــوب م ــل، معی ــد کام ــی ورق هدفمن ــای طبیع فرکانس ه

و معیــوب مــدل دوم بــرای مقادیــر مختلــف K نشــان داده شــده  

اســت.

ــش  ــا افزای ــود ب ــاهده می ش ــکل 2 مش ــه در ش ــور ک همانط

ــدار  ــا 6 مق ــواد از 0/1 ت ــواص م ــرات خ ــع تغیی ــوان تاب ــدار ت مق

ــت کامــل و معیــوب  ــراي حال فرکانــس طبیعــي ورق هدفمنــد ب

ــه و از  ــش یافت ــدت کاه ــه ش ــدل دوم ب ــوب م ــدل اول و معی م

مقــدار 6 بــه بعــد تــوان تابــع تغییــرات خــواص مــواد، تغییــرات 

فرکانــس طبیعــی تقریبــاً ناچیــز اســت. همچنیــن در ایــن نمــودار 

مشــاهده می شــود کــه بیشــترین مقــدار فرکانــس طبیعــی 

بــرای حالــت معیــوب مــدل اول و کمتریــن مقــدار بــرای حالــت 

ــهود  ــکل 2 مش ــن در ش ــد. هم چنی ــدل دوم می باش ــوب م معی

ــتر از 6،  ــواد بیش ــواص م ــرات خ ــع تغیی ــوان تاب ــرای ت ــت ب اس

نتایــج مــدل حالــت کامــل و معیــوب مــدل دوم بــر هــم منطبــق 

ــا نتایــج معیــوب مــدل  می شــود، ولــی اختــلاف ایــن دو مــدل ب

اول افزایــش می یابــد.

شکل 2: اثر تابع تغییرات خواص مواد بر روی فرکانس های طبیعی ورق 

هدفمند

ــی ورق  ــس طبیع ــر روی فرکان ــوج ب ــدد م ــر ع ــی اث 4-3- بررس

ــد هدفمن

مــوج عــدد  تغییــرات  اثــر  بخــش  ایــن   در 

 ورق هدفمنــد بــر روی پاســخ ارتعاشــات آزاد ورق هدفمنــد کامل 

ــرات  ــرد. در شــکل 3 تغیی ــرار می گی ــه ق ــورد مطالع ــوب م و معی

ــدل اول  ــوب م ــل، معی ــد کام ــی ورق هدفمن ــای طبیع فرکانس ه

و معیــوب مــدل دوم بــرای مقادیــر مختلــف تغییــرات عــدد مــوج 

ورق هدفمند نشــان داده شــده  اســت.

شکل 3: بررسی اثر عدد موج بر روی فرکانس طبیعی ورق هدفمند

ــا افزایــش عــدد  همان  طــور کــه شــکل 3 نشــان  می دهــد ب

مــوج مقــدار فرکانــس طبیعــي ورق هدفمنــد بــه ســرعت افزایــش 

مي یابــد. 
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ــر روی  ــت ورق ب ــه ضخام ــول ب ــبت ط ــر نس ــی اث 4-4- بررس

فرکانــس طبیعــی ورق هدفمنــد

ــت  ــه ضخام ــول ب ــبت ط ــرات نس ــر تغیی ــش اث ــن بخ در ای

ــل  ــد کام ــات آزاد ورق هدفمن ــخ ارتعاش ــر روی پاس ورق )a/h( ب

ــرار می گیــرد. در شــکل 4 تغییــرات  و معیــوب مــورد مطالعــه ق

فرکانس هــای طبیعــی ورق هدفمنــد کامــل، معیــوب مــدل اول و 

معیــوب مــدل دوم بــرای مقادیــر مختلــف تغییــرات نســبت طــول 

بــه ضخامــت ورق هدفمنــد )a/h( آورده شــده  اســت.

ــش  ــا افزای ــود ب ــه در شــکل 4 مشــاهده می ش ــور ک همان  ط

ــی  ــس طبیع ــد، فرکان ــت ورق هدفمن ــه ضخام ــول ب ــبت ط نس

ــن  ــت ای ــه عل ــد ک ــش می یاب ــرعت کاه ــه س ــاندویچی ب ورق س

ــش  ــه کاه ــد و در نتیج ــه هدفمن ــت صفح ــش ضخام ــر کاه ام

ــه  ــن نمــودار مشــاهده می شــود ک اســتقامت آن می باشــد. در ای

بیشــترین مقــدار فرکانــس طبیعــی بــرای حالــت معیــوب مــدل 

اول و کمتریــن مقــدار بــرای حالــت معیــوب مــدل دوم می باشــد. 

ــه ضخامــت  هم چنیــن شــکل 4 نشــان می دهــد نســبت طــول ب

ــر  ــش 5 براب ــا افزای ــی ب ــا 50، یعن ــد )a/h) از 10 ت ورق هدفمن

ایــن نســبت، مقــدار فرکانــس حــدوداً بــه 1/5 کاهــش می یابــد.

شکل 4: بررسی اثر نسبت طول به ضخامت ورق بر روی فرکانس 

طبیعی ورق هدفمند

4-5- بررســی اثــر نســبت طــول بــه عــرض ورق بــر روی فرکانــس 

طبیعــی ورق هدفمنــد

در ایــن بخــش اثــر تغییــرات نســبت طــول بــه عــرض ورق 

هدفمنــد )a/b( بــر روی پاســخ ارتعاشــات آزاد ورق هدفمنــد 

ــکل 5  ــرد. در ش ــرار می گی ــه ق ــورد مطالع ــوب م ــل و معی کام

ــوب  ــل، معی ــد کام ــی ورق هدفمن ــای طبیع ــرات فرکانس ه تغیی

مــدل اول و معیــوب مــدل دوم بــرای مقادیــر مختلــف تغییــرات 

ــده  اســت. ــرض ورق )a/b( آورده ش ــه ع ــول ب نســبت ط

ــدار  ــش مق ــا افزای همانطــور کــه شــکل 5 نشــان می دهــد ب

ــس  ــا 1، فرکان ــد از 0/1 ت ــرض ورق هدفمن ــه ع ــول ب ــبت ط نس

طبیعــی بــا ســرعت زیــادی کاهــش و بــا افزایــش مقــدار نســبت 

طــول بــه عــرض ورق هدفمنــد از مقــدار 1 تــا 2 فرکانــس 

ــود  ــاهده می ش ــودار مش ــن نم ــد. در ای ــش می یاب ــی افزای طبیع

ــوب  ــت معی ــرای حال ــی ب ــس طبیع ــدار فرکان ــترین مق ــه بیش ک

ــدل دوم  ــوب م ــت معی ــرای حال ــدار ب ــن مق ــدل اول و کمتری م

ــش 5  ــا افزای ــد ب ــان می ده ــکل 5 نش ــن ش ــد. هم چنی می باش

ــا  ــد از 0/1 ت ــه عــرض ورق هدفمن ــدار نســبت طــول ب ــر مق براب

ــد. ــش می یاب ــه 1/5 کاه ــک ب ــس نزدی ــدار فرکان 0/5، مق

شکل 5: بررسی اثر نسبت طول به عرض ورق بر روی فرکانس طبیعی 

ورق هدفمند

5- نتیجه گیری

ــا  ــد ب ــات آزاد ورق هدفمن ــل ارتعاش ــه، تحلی ــن مقال در ای
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اســتفاده از تئــوری هایپربولیــک جدیــد ارائــه شــده انجــام شــد و 

نتایــج حاصلــه بــا مراجــع دیگــر اعتبارســنجی گردیــد. می تــوان 

ادعــا نمــود کــه در ایــن تحقیــق یــک تئــوری جدیــد مرتبــه بــالا 

ــه  ــت ارائ ــد تخ ــای هدفمن ــات آزاد ورق ه ــل ارتعاش ــرای تحلی ب

شــده اســت.

پــس از بررســی و جمع بنــدی نتایــج حاصــل از تحلیــل 

را  زیــر  مــوارد  می تــوان  هدفمنــد،  ورق  آزاد  ارتعاشــات 

کــرد: نتیجه گیــری 

• تئــوری مرتبــه بــالای ورق هدفمنــد جدیــد مــورد اســتفاده 	

ــا دقــت خوبــی رفتــار دینامیکــی  ــد ب ــه می توان در ایــن مقال

ــد. ــی کن ــت را پیش بین ورق تخ

• بــا افزایــش نســبت طــول بــه عــرض ورق هدفمنــد تخــت از 	

1/0 تــا 1، فرکانــس طبیعــی بــا ســرعت زیــادی کاهــش و بــا 

افزایــش نســبت طــول بــه عــرض ورق هدفمنــد از مقــدار 1 

تــا 2 فرکانــس طبیعــی افزایــش می یابــد.

• بــا افزایــش نســبت طــول بــه ضخامــت ورق هدفمنــد 	

فرکانــس طبیعــی بــه ســرعت کاهــش می یابــد.

بــا افزایــش مقــدار تــوان تابــع تغییــرات خــواص مــواد از 0/1 

تــا 6 مقــدار فرکانــس طبیعــي ورق هدفمنــد بــراي حالــت کامــل 

ــش  ــدت کاه ــه ش ــدل دوم ب ــوب م ــدل اول و معی ــوب م و معی

ــواد،  ــواص م ــرات خ ــع تغیی ــد تاب ــه بع ــدار 6 ب ــه و از مق یافت

تغییــرات فرکانــس طبیعــی تقریبــاً ناچیــز اســت. علــت ایــن کــه 

ــدل  ــوب م ــت معی ــوص حال ــی مخص ــس طبیع ــترین فرکان بیش

ــواص  ــدل اول خ ــوب م ــه در معی ــت ک ــن اس ــد ای اول می باش

مــاده بــه ســمت فــولاد نزدیکتــر می شــود و همچنیــن معیــوب 

مــدل دوم کمتریــن مقــدار فرکانــس طبیعــی را دارد کــه دلیــل 

ایــن رفتــار نزدیکتــر شــدن خــواص مــاده بــه ســمت آلومینیــوم 

می باشــد.
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